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використана гістограма, розв’язуються простіше 
за допомогою інших статистичних графіків. Але, 
маючи всі властивості стовпчикових діаграм, 
гістограма вирізняється й особливими функція­
ми. При збільшенні кількості результатів спос­
тережень і зменшенні ширини інтервалів сходин­
ки гістограми (якщо не враховувати флуктуації) 
будуть згладжуватися і наближатись до деякої 
фігури, обмеженої плавною кривою. Якщо час­
то будувати гістограми для різних неперервних 
розподілів, можна побачити, що кожному з них
Сергій СЕМЕНЕЦЬ
відповідає деяка, характерна тільки для нього, 
теоретична крива. Ця крива є прообразом гра­
фіка щільності розподілу імовірностей неперерв­
ної випадкової величини, властивості якої роз­
глядатимуться при вивченні теорії імовірності. 
Розуміння цього є важливим кроком на шляху 
усвідомлення взаємозв’язку між статистичними 
і динамічними закономірностями. Відмінність 
між цими двома закономірностями полягає в 
тому, що останні дуже часто є «границею» для ста­
тистичних закономірностей.
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МЕТОДИКА, ДОСВІД, ПОШУК
Навчальне моделювання методів доведення 
в шкільному курсі математики
Однією з актуальних проблем усієї системи математичної освіти є створення цілісної концепції розвивального навчання, реалі­зація розвивальної функції навчання математи­
ки, формування на цій основі учня чи студента 
як суб’єктів навчальної (навчально-професійної) 
діяльності з теоретичним типом мислення. Окре­
мі важливі аспекти цієї проблеми досліджуються 
в роботах математиків і методистів: А. К. Арте­
мова, Г. П. Бевза, М. І. Бурди, Г. В. Дорофєєва,
О. С. Дубинчук, М. Я. Ігнатенка, Ю. М. Колягі- 
на, В. М. Осинської, Д. Пойа, О. І. Скафи, 
3. І. Слєпкань, А. А. Столяра, Н. А. Тарасенкової,
І. Ф. Шаригіна, В. О. Швеця, М. І. Шкіля та 
інших. Аналіз методологічних засад системи роз­
вивальної освіти дав змогу зробити висновок про
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те, що для розв’язування визначеної загальної 
проблеми необхідною є організація навчально- 
виховного процесу відповідно до загальнонауко- 
вих теоретичних методів відображення дійсності 
і мислення (історичний та логічний, сходження 
від абстрактного до конкретного, аксіоматичний, 
моделювання, системний, структурний) на ос­
нові діяльнісного, системного, комплексного та 
особистісно орієнтованого підходів до процесу 
навчальної (навчально-професійної) діяльності 
в умовах гуманізації, гуманітаризації та демокра­
тизації освіти. Метою цієї статті є розкриття 
змісту навчального моделювання методів дове­
дення в курсі елементарної математики як одно­
го із важливих засобів формування та розвитку 
навчальної діяльності школярів.
МЕТОДИКА. ДОСВІД, ПОШУК
Під моделюванням розуміють метод науково­
го дослідження об’єктів пізнання, який ґрун­
тується на застосуванні моделі як засобу дослі­
дження. Моделювання реалізується способом за­
міщення досліджуваного об’єкта іншим, спе­
ціально для цього створеним, так, що відображу­
ючи і досліджуючи новий об’єкт (модель), одер­
жується інформація про сам об’єкт пізнання [1, 
310]. Жоден матеріальний об’єкт (система 
об’єктів), реально існуючі зв’язки та відношен­
ня об’єктивної реальності не є предметом ви­
вчення математиків, науковців-теоретиків. Зміст 
їхньої діяльності може бути визначений як побу­
дова, дослідження та реалізація на практиці ма­
тематичних моделей. Відомий дослідник методо­
логічних основ математики К. О. Рибников зау­
важує: «За своєю теоретичною сутністю матема­
тика може розглядатись як наука про спеціальні 
класи моделей» [2, 79]. Переважна більшість ма­
тематичних моделей має аксіоматичну основу, а 
саме визначення математичної моделі є формаль­
ним, включає відношення рефлективності, си­
метричності, транзитивності (еквівалентності) та 
поняття ізоморфізму. На необхідності побудови 
моделей у навчальному процесі наголошував ос­
новоположник теорії розвивального навчання 
В. В. Давидов: «Узагалі там, де змістом навчання 
є зовнішні властивості речей, принцип наочності 
себе виправдовує. Але там, де змістом навчання 
стають зв’язки і відношення предметів, — там 
наочність не є достатньою. Тут, на наш погляд, 
вступає в силу принцип моделювання» [3, 385].
У шкільному (як і вузівському) навчально-ви­
ховному процесі моделювання розглядається як
спосіб пізнання, який найширше реалізовується 
у формі математичного та навчального моделю­
вання. Навчальне моделювання поділяють на два 
види: моделювання об’єктів вивчення та моде­
лювання дій і операцій з метою вивчення цих 
об’єктів [4]. Моделювання методів доведення в 
курсі елементарної математики відображає опе­
ративну складову навчальної діяльності школярів 
у процесі розв’язування відповідного типу задач. 
Названі моделі містять систему алгоритмічних 
приписів, навчальних дій, які виконуються в про­
цесі розв’язування навчальних задач. Навчаль­
ною задачею називатимемо таку задачу, резуль­
татом розв’язування якої є створення способу 
(методу) розв’язування цілого класу задач 
(В. В. Давидов). Аналіз навчально-методичної 
літератури та шкільна практика свідчать, що в си­
стемі середньої математичної освіти використо­
вують усього дванадцять методів доведення. 
Зокрема, у підручнику 3 . 1. Слєпкань «Методи­
ка навчання математики» наводяться правила- 
орієнтири (евристичні схеми) аналітичного, син­
тетичного, аналітико-синтетичного методів, ме­
тоду доведення від супротивного, векторного, ко­
ординатного методів, методу математичної ін­
дукції, які визначають орієнтовну основу на­
вчальної діяльності школярів [5].
Побудуємо навчальні моделі всіх методів до­
ведення, ураховуючи, що твердження, яке дово­
диться, має логічну схему: Л=> В (див. табл.).
Наведемо приклад моделі колективної діяль­
ності школярів у процесі розв’язування навчаль­
ної задачі, пов’язаної з побудовою моделі методу 
інтегрального числення. За базову задачу може
Таблиця
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Me і од 
,іоне ІЄНИ»!
Логічна схема (навчальна модель; 
чеіоа\
>‘ІОННІМ! (ГСОрС7НЧІІ2і) основ» 
метолу
1 Аналітичний В  <= А і е= А 2 <= ... <=й„ <£= А, Лі, Л2, ..., А„ —-достатні 
умови для виконання висновку В
Аксіома логіки (закон імпліка­
ції): з правильного твердження 
випливає правильний висновок
2 Синтетичний А => А  і => А 2 => ... => А„ => В,
А  і, А 2. .... А„ — необхідні умови для виконання умови А
3 Аналітико-
синтетичний
\ В < = В \ < = В 2 < = . . . < = В „ < = І ,
| д  => А)  => А 2 => ...=>  А„ => І
В ь В 2, ..., В,„ І  — достатні умови для виконання виснов­
ку В.
А \ , А 2, ..., А„, І  —  необхідні умови для виконання умови 
А
4 Від супротив­
ного
В  => В  і => В 2 => ... => В „ => X ,
5і, В2. ..., В „ , Х — необхідні умови для твердження в - , 
X  — хибне твердження (протиріччя)
А В <=> А А В ■
Закон виключення третього: із 
двох суперечливих тверджень 
одне правильне, а інше — хибне
5 Повної індук­
ції
Твердження 7ї л Т 2 А ... А  Т„ істинне, якщо всі твер­
дження Ті, Т2, ..., Т„ — істинні
Закон кон’юнкції: твердження
Ті А  Т2 А  . . .  А  Т„---Істинне ТОДІ І
тільки тоді, коли всі 7), Т2, .... Т„ 
істинні
Продовження таблиці
І Кг 
п/п
Me і од 
доведении
Лшічна схема (навчальна модель) 
чспп>
Логічна (ісореіичіш) основа
MCTO/1V
6 Математичної
індукції
Твердження А(п) (п = по), п є  N  істинне, якщо:
1. А(1) або Л(по) — істинне твердження.
2. Із припущення, що твердження А{к) (к = п0) істинне, 
випливає, що твердження А(к + 1) теж істинне
Четверта аксіома Пеано аксіома­
тичної теорії натуральних чисел
7 Геометричних
перетворень
F(A) —> Ті —> 7*2 —> ... —> Т„ —> 1\ —> І2 —> ... —>/„,=> В, де 
F — перетворення руху (центральної, осьової симетрій, 
паралельного перенесення, повороту); подібності (го­
мотетії);
Ті, Ті, .... Тп — властивості перетворень, теореми;
11 , /2, ..., /,„ — аксіоми, означення
Аксіоматичний метод побудови 
геометрії, властивості геомет­
ричних перетворень
8 Векторний 1. Формулювання твердження А => В мовою векторів.
2. Уведення двох неколінеарних (у просторі — трьох 
некомпланарних) векторів.
3. Розклад «необхідних» векторів (відповідно до умови 
задачі) через введені. Використання властивостей опе­
рацій над векторами, скалярного добутку, колінеарних, 
компланарних, рівних векторів.
4. Перевірка правильності твердження на мові векторів
Метод моделей (координатно- 
векторних або декартових), век­
торна алгебра
9 Координатний 1. Уведення системи координат.
2. Формулювання умови та висновку твердження А => В 
мовою координат.
3. Одержання відношення із уведеними координатами 
відповідно до умови та висновку твердження А => В.
4. Перевірка правильності твердження на мові коорди­
нат
Метод тоделей (декартових), 
аналітична геометрія
10 Границь 1. Розбиття заданої у твердженні А => В величини на 
елементарні (прирости).
2. Оцінка обчислювальної величини (доведення її об­
меженості: знаходження точної верхньої і точної ниж­
ньої межі), дослідження її на монотонність.
3. Доведення існування границі.
4. Знаходження границі (якщо вона існує) за умови, що 
відповідні прирости прямують до нуля (число розбиттів 
до нескінченності)
Теорія границь курсу математич­
ного аналізу: властивості гра­
ниць, існування границі неопад­
ної (незростаючої) обмеженої 
числової послідовності, проміж­
ної послідовності, означення 
границі за Коші
11 Диференці­
ального чис­
лення
1. Знаходження функції, швидкість зміни якої характе­
ризує шукану величину (якщо така функція не є зада­
ною).
2. Обчислення похідної функції, знаходження точок, де 
похідна не існує та дорівнює нулю.
3. Дослідження властивостей функції за допомогою 
похідної (знаходження точок екстремуму, проміжків 
зростання та спадання)
Диференціальне числення функ­
цій однієї змінної
12 Інтегрального
числення
1. Перевірка того, що шукана величина може бути ін­
терпретована функцією, що задовольняє функціональне 
рівняння Дх + у) = Дх) +Ду) (площа, об’єм, робота, 
енергія, маса, шлях та ін.).
2. Розбиття шуканої величини на п величин, які при 
досить великому п можна вважати елементарними та 
можуть бути обчислені за відомими формулами.
3. Наближене обчислення шуканої величини як суми 
елементарних величин. Виділення інтегральної суми.
4. Визначення інтегровної функції та меж інтегрування.
5. Знаходження шуканої величини як границі відповід­
ної інтегральної суми (обчислення визначеного інте­
грала)
Метод математичного моделю­
вання. Інтегральне числення 
функцій однієї змінної
14
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бути обрана прикладна задача з фізичним 
змістом.
Задача. Яку мінімальну 
роботу для подолання 
сили тяжіння треба вико­
нати, щоб насипати купу 
піску, що має форму кону­
са висотою Я, радіус осно­
ви якого /?? Густина піску 
дорівнює р, і його підніма­
ють з площини основи ко­
нуса (див. мал.).
Організувати колективний пошук способу роз­
в’язування цієї задачі методом евристичної бесі­
ди можна так.
Учитель. Пригадайте з курсу фізики, чому дорів­
нює робота, яку необхідно виконати для підніман­
ня тіла масою т з поверхні землі на висоту h?>
Учень. Ця робота дорівнює потенціальній енергії 
тіла, піднятого на висоту h: А = Еп = т ■ g ■ h.
Учитель. Чому дорівнює мінімальна робота, 
яку необхідно виконати для подолання сили тя­
жіння, для того щоб насипати купу піску?
Учень. Витрачена на подолання сили тяжіння 
робота дорівнює потенціальній енергії піску.
Учитель. Отже, розв’язування задачі зводить­
ся до знаходження потенціальної енергії купи 
піску. Чи можна це зробити на основі знань з 
фізики? Чому?
Учень. Не можна. Оскільки формула для об­
числення потенціальної енергії тіла Е  = т ■ g ■ h 
справедлива за умови, якщо його можна вважа­
ти точковим.
Учитель. Як знайти потенціальну енергію 
піску, знаючи потенціальну енергію кожної 
піщинки?
Учень. Сума потенціальних енергій кожної 
піщинки є потенціальною енергією купи піску.
Учитель. Чи є в купі піску такі піщинки, які 
мають однакову потенціальну енергію за умови, 
що пісок однорідний?
Учень. Так. Це всі піщинки, що належать дея­
кому кругу, утвореному перерізом конуса площи­
ною, яка паралельна основі.
Учитель. Що доцільно зробити з купою піску, 
для того щоб знайти її потенціальну енергію?
Учень. Розбити її площинами, паралельними 
основі на шарі піску, які мають однакову потен­
ціальну енергію.
Учитель. Нехай утворено п таких шарів, тов­
щина яких однаково дорівнює Дх. Чому дорівнює 
потенціальна енергія /-го шару?
Учень. Е, =  ті -g-x,-.
Учитель. Знайдіть масу /-го шару, знаючи, що 
густина піску р.
Учень, /я,- = р • V). За відомою формулою фізи­
ки.
Учитель. Який об’єм /-го шару, колих,- — х,-_, =
= Лх досить мале, тобто п — досить велике?
Учень. Vj = S(xi) ■ Ах. Об’єм /-го шару наближа­
тиметься до об’єму циліндра.
Учитель. Знайдіть S(x,), знаючи висоту купи 
піску Я, її радіус основи R.
Учень. S(Xj) = я ■ г 2 (г,- — радіус /-го шару). Але
— = Н (з подібності прямокутних трикут- 
R Н
ників), звідки rj = Н *' ■ R. Тому S(xj ) = ^ T-x 
н  Я 2
х (Я -X /)2.
Учитель. Знайдіть потенціальну енергію /-го 
шару?
Учень. Е; = ГП; ■ g • X,- = р ■ V; ■ g ■ X; = Р ■ g ■ S(X,)X
n-p-g-R2 (и -х -  )2 Хі&х
х X, • Дх = ---------—---- -------.
я 2
Учитель. Чому приблизно дорівнює потенці­
альна енергія всієї купи піску?
Учень. Сумі потенціальних енергій п шарів 
піску:
Е = Ех + Е2+..лЕп= ^ ^ -  ((Я  —х,)2х,Дх + 
+ (Я  — х2)2х2Ах + ... + (Я  — х„)2х„Дх). 
Учитель. Як знайти потенціальну енергію купи 
піску?
2
Учень. Обчислити границю: Е -  lim п'р'8'— х
Дх—>о н
х((Я-Х!)2х,Ах + (Я —х2)2х2Дх+... + (Я -х„)2х„Дх) =
= 7ір^ г ~  .1і т „((Я—х,)2х,Ах + ( Я - х 2) 2х 2Д х  + ...+ 
Я Дх—>0
+ (Я —х„)2х„Дх).
Учитель. Розгляньте функцію/(х) = (Я — х)2 • X. 
Що тоді записано під знаком границі в дужках?
Учень. Інтегральна сума цієї функції, границя 
якої за означенням є інтегралом. Отже,
Е = n-p-g-R2 
Н2
• j (Я - х ) 2 -xdx . 
0
Учитель. Обчисліть одержаний інтеграл, вико­
ристовуючи формулу Ньютона—Лейбніца, і дай­
те остаточну відповідь на запитання, поставлене 
в умові задачі.
Учень.
| ( я - х ) 2 -xdx= | ( я 2х -2 Я х2 + х 3 ) оЬс =  
о о
(  Н 2х 2 2Н х3 х 4 ] Я
"I 2 3 + 4 Jo
, £ І - ! . я 4 + І я 4 = і - я 4 .
2 3 4 12
Отже Л - F -  n 'P T R2 ■ 7/4 -  rc-p-g-Я2-//2
’ н 2 12 12
Учитель. Проаналізуємо хід розв’язання задачі. 
Виділимо ті етапи, які виявились суттєвими під 
час її розв’язання.
1. З’ясування фізичної сутності задачі.
2. Усвідомлення того, що розв’язати задачу, 
базуючись лише на знання з фізики, не можна.
3. Обґрунтування того, що для обчислення 
шуканої фізичної величини доцільне і можливе 
розбиття її на п величин, які при досить велико­
му п можна вважати незмінними.
4. Наближене обчислення шуканої фізичної 
величини через інтегральну суму.
5. Знаходження шуканої фізичної величини як 
границі інтегральної суми, тобто як визначеного 
інтеграла.
Результатом такого колективного змістового 
аналізу має стати побудована вище модель мето­
ду інтегрального числення (формування відпо­
відних змістових абстракцій та узагальнень). Це 
надасть змогу школярам планувати навчальні дії 
в процесі розв’язування інших задач такого ж 
типу, реалізовувати в індивідуальній навчальній 
діяльності загальнонауковий метод пізнання і 
мислення — сходження від абстрактного (загаль­
ного) до конкретного. Таким чином, організова­
ний навчальний процес розвиває теоретичне 
мислення, створює умови для формування учнів 
як суб’єктів навчальної діяльності, а отже, є при­
кладом реалізації на практиці системи розвиваль- 
ного навчання.
У рамках концепції розвивальної освіти про­
ведення досліджень потребують способи 
здійснення рефлексії навчальної діяльності шко­
лярів у процесі навчання методам доведення та 
розв’язування задач.
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Реалізація актуальних завдань 
особистісно орієнтованого навчання у 5 класі
(вісім уроків з тем и «Десяткові дроби»)*
Розвиток особистісно орієнтованого навчання 
на уроках математики
Стратегічною метою сучасної школи є жит­тєва і соціальна компетентність учнів, що передбачає розвиток і саморозвиток шко­
лярів на основі повного використання внутріш­
нього потенціалу особистості.
Забезпечувати розвиток особистості у процесі 
навчання математики важче, ніж вчити розв’я­
зувати задачі, доводити математичні тверджен­
ня. Але завданням особистісно орієнтованої ос­
віти є включення до змісту освіти не тільки пред­
метного змісту, що задається освітніми стандар­
тами, а й особистісних компонентів.
Особистісно орієнтована освіта полягає не у 
формуванні особистості із заданими властивос­
* За підручником «Математика» авторів Г. П. Бевз, 
В. Г. Бевз.
©T. ГАВРИЛЬЧЕНКО, 2006
тями, а у створенні умов для вивчення і розвитку 
особистісних функцій. Важливо, щоб цілі на­
вчання предмета чи теми були не лише сформу­
льовані вчителем, а й сприйняті учнями. Особ­
ливого значення набувають задачі, які розв’язу­
ються математичними методами, але перебува­
ють за межами математики, тобто задачі, які ви­
никають у життєвій практиці в різних галузях 
науки або виробництва. Тому змістом математич­
ної освіти є цілісне орієнтування учнів у світі з 
позиції інтересів людини, вміння використову­
вати математичні знання для стосунків учня з 
іншими людьми, з технікою, природою і всім 
навколишнім світом.
В умовах особистісно орієнтованої математич­
ної освіти вчителям потрібно поєднувати різні 
типи навчання: індивідуального і колективного, 
діалогового і контекстного, створювати всі умо­
ви для творчої діяльності, застосовувати активні
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